Matematicas I 4—Setiembre—08

1. Demuestra, por induccién, que

n—1 n(n + 1)

1—449— -+ (=D)"'n?=(-1) 5

(2 puntos)

Solucién:
Sin =1, ambos miembros dan 1.

Supongamos cierta la igualdad para n > 1 y probémosla para n + 1:

nfln(n + 1)

5 +(=1)"(n+1)?

1—449— 4+ (D" 2+ (=1)"(n+1)% = (1)

n+t2 (n+1)(n+2)

2

= (-1)"(n+1) <_2"+(n+1)> = (~1)"(n+1) (-1

2. En el conjunto Z de los niimeros enteros se fija un nimero z > 2 y se considera
la relacién

R={(a,b) € ZXZ]||b—al|> =z}
(Es una relacion reflexiva, simétrica, antisimétrica, transitiva? (2 puntos).
Solucién:
La relacién no es reflexiva, pues |[a —a| =0 % z
Es simétrica pues |[b—a| >z <= |a—b| > z
No es antisimétrica pues (0,z + 1) € R, (2 + 1,0) € R, pero 0 # z + 1.
Finalmente, tampoco es transitiva pues (0,z + 3) € R,(z + 3,2) € R, pero
(0,2) € R, pues 2| =2 < z.

3. Describe en el lenguaje que estimes oportuno el algoritmo de interpolacién de
Newton. Aplicalo al caso

(—=2,-5),(-1,-6),(0,1),(1,4), (2,15)

(10 puntos)

Solucién: Puede tomarse como modelo el procediminto de la pagina 65 del libro
de texto.

Para el caso,
(*Qa 75)7 (71, 76)) (0, 1)7 (1a 4)a (27 15)



k Qg bk G u h f

0 -21-5 1 -5
1-1]-6 T+ 2 1 [-1 —x— 7
20011 (x+2)(x+1) 1/2 | 4 1+ 11z + 422

3 1] 4 (z+2)(x+ 1)z 1/6 | -2 | —22% =222+ 7z +1
40 2 |15 | (x+2)(z+Dz(xz—1) | 1/24 | 1 2t 32 +5z+1

se obtiene
2 —322+5zx+1

Recuerde el navegante que puede haber utilizado otro método pero, al ser de
grado 4 y tener 5 puntos, el polinomio resultado es tnico.

. Describe en el lenguaje que estimes oportuno un procedimiento que tome como
entrada una matriz A y dé como salida una matriz P tal que P~'AP = D
es diagonal o la imposibilidad de encontrar tales P y D. Aplicalo a la matriz

3 1 1
A= 1 3 3 | (10 puntos)
1 11

Solucién: Puede tomarse como modelo el procedimiento de la pagina 101 del
libro de texto.

Para el caso particular de la matriz A, |z —A| = 23 -7 2?+102 = x(x—2)(x—5).

Ahora,
dimV(0) =3 —rang(4) =3-2=1

dimV(2) =3 —rang(2] —A)=3-2=1
dimV(5) =3 —rang(bl —A)=3-2=1
Ademis,
V(0)=<(0,-1,1) > V(2)=<(-1,1,0) > V(5)=<(5,7,3) >
Por tanto,

0 -1 5
P=| -1 17 D = diag[0,2, 5]
1 0 3

. En el plano euclideo R? se considera la afinidad ¢ de ecuacién

v=() (s 6 )X

y la simetria ortogonal o de eje la recta de ecuacién x = y. Se pide

(a) Probar que ¢ es un movimiento (1 punto)
(b) Elementos notables de ¢ (1.5 puntos)
(¢) Ecuacién de h = ¢ o o (1.5 puntos)
)

(d) Probar que h es un movimiento (1 punto)



(e) Elementos notables de h (2.5 puntos)

(f) Ecuaciones implicitas de la imagen, por h, de larectay = 1 (2.5 puntos)

Solucion:

(a)
3/5 —4/5 3/5 4/5 1\ _ I
4/5  3/5 —4/5 3/5 ) 2
(b) Sean G, g las matrices de la ecuacién. Entonces,
rang(l — G) =2
por tanto, se trata de un giro de centro
I-G)X=g~-~(-1/2,-3/2)
El dngulo de giro es arccos(3/5) en el cuarto cuadrante, pues el seno es

negativo.

(c) Para la ecuacién de h necesitamos la de o: puesto que el origen estd en
el eje de simetria, la ecuacion es de la forma Y = SX y para calcular S
obtenemos los simétricos de los dos puntos fundamentales:

Es claro geométricamente! que A; se transforma en As, y, por tanto, A,

en A;. En definitiva la matriz S es < (1) (1) )

La ecuacion de h se obtiene de
X <= SX < g+ G(SX)

es decir,
Y=g+ (GS)X

Operando,

es=(35 %)

(d)
(GS)'(GS) = S'GIGS = §'S = Iy

(e)
rang(l — GS) =1 < 2 =rang(I — GS|g)

Por tanto, se trata de una simetria axial seguida de una traslacién paralela
al eje de simetria.

El vector normal del eje de simetria se lee de

I-GHX=0) = - = 2—-3y=0

Lel lector puede hacer los célculos



Es decir, el vector normal del eje es u = (1, —3). Ahora,
<ug+(GS—DNX>=0= 2 —3y=2

que es la ecuacién del eje de simetria. Para el vector de traslacion, tomamos
el punto P = (2,0) en el eje y calculamos su imagen, obteniendo h(P) =
(13/5,1/5). Por tanto, el vector de traslacién es (3/5,1/5).

La imagen de una recta por un movimiento es una recta. Tomamos pues
dos puntos P(0,1), Q(1,1) en la recta dada y calculamos sus imégenes

o) =1-1+ (gle 2 ) 0.0 = (575,073

0@ = -0+ (572 Y2 ) ()= 12,05y

Y la ecuacion de la recta imagen se deduce de

rang( :C_48/5 ytg/S ) =1

Es decir,

152 + 20y + 12 =0



